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La paradoja de Banach-Tarski*

José Fernando Isaza D.**

Resumen

Se presenta una demostración sencilla del
teorema de Banach-Tarski. Este resultado, que
se fundamenta en el axioma de elección de la
teoŕıa de conjuntos, recibe el nombre de pa-
radoja debido a que el resultado matemático
contradice la intuición geométrica. Se inclu-
yen ejemplos de otros resultados geométricos
que contradicen la intuición.

1. Introducción

Una paradoja es un resultado que parece ser esencial-

mente absurdo (James R. Neumann).

Lo que ayer fue una paradoja, puede hoy no serlo,

pero puede volverlo a ser. Muchas de las paradojas

en matemáticas tuvieron sus oŕıgenes en la falta de

claridad sobre el concepto del infinito. Los trabajos de

*Trabajo expuesto en el XVII Congreso Colombiano de Matemáticas,

Universidad del Valle, Cali, Agosto 3 - 6, 2009.
**Universidad Jorge Tadeo Lozano, Bogotá. E-mail: jfisa-

za@utadeo.edu.co.
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Cantor en el siglo XIX resuelven buena parte de las

paradojas que surgieron de los conjuntos infinitos.

Es bueno mencionar que el concepto de infinito es

una construcción mental o matemática, posiblemente

en el mundo f́ısico no existe el infinito. Aún en la teo-

loǵıa, este concepto conduce a paradojas. Un ejemplo

“ligero” se expresa aśı: ¿puede un ser infinitamente po-

deroso crear un objeto indestructible? Si la respuesta

es śı, al no poder destruir el objeto, ya dejó de ser in-

finitamente poderoso. Si la respuesta es no, entonces

al no poder crear un objeto de la caracteŕıstica dada

(indestructible), dejaŕıa de ser infinitamente poderoso.

Un ejemplo más profundo se deduce del libro El

Judaismo de Hans Küng: ¿cómo un Dios infinitamen-

te bondadoso y omnipotente permitió el Holocausto?

La solución la dió W. Jonas: Dios es infinitamente bon-

dadoso, pero el libre albedŕıo limita su omnipotencia.

En el caso que nos ocupa, una de las paradojas más

sorprendentes del siglo XX es la denominada paradoja

de Banach-Tarski la cual en su versión débil se expresa

aśı:

es posible dividir una bola B3, en el es-

pacio �3, B3 = {x ∈ �3, || x ||≤ r}, en

cinco conjuntos disjuntos y por medio de

isometŕıas reagrupar los cinco conjuntos, y

formar dos bolas iguales a la inicial.

Como la operación puede repetirse indefinidamen-
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te, una versión publicitaria de la paradoja de Banach-

Tarski se expresa aśı:

es posible dividir un fŕıjol en un número

finito de partes (cinco son suficientes), re-

agruparlas por medio de isometŕıas y for-

mar un frijol del tamaño del Sol.

Una versión fuerte de la paradoja de Banach-Tarski

se enuncia aśı:

sean A,B ⊂ �3 con interior no vaćıo. Es

posible dividir A,B en un número igual de

subconjuntos disjuntos

A1, A2, . . . An;B1, B2, . . . Bn

tal que Bj
∼= σ(Aj). El śımbolo ∼= signifi-

ca equivalente por descomposición. El re-

sultado es sorprendente cuando σ es una

transformación isométrica.

Los objetivos del presente art́ıculo son:

Elevar a la categoŕıa de teorema una conjetura.

Contribuir a un requerimiento.

Conjetura. Las matemáticas no sirven pa-

ra nada útil. Esta conjetura es casi tan po-

pular como las originales expresiones del

siguiente tenor –Colombia es el mejor vivi-

dero del mundo. Solos no podemos. Entre
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todos lo lograremos. Lo mejor de Colombia

es su gente. Los buenos somos más . . . –.

Requerimiento. Querido Dios: si solo me

resta una hora de vida permı́teme pasarla

en una aburrida conferencia de matemáti-

cas (como esta), por que por el tedio produ-

cido, esa hora me parezca eterna (adaptado

de Leonard Wapner)

2. Algunas paradojas que ya no lo son

Paradoja de Zenón

Aquiles no puede alcanzar una tortuga, mucho más

lenta que él, si ésta inicia la carrera con ventaja. El

conocido razonamiento de Zenón puede parafrasearse

aśı:

si la velocidad de Aquiles es 10 veces la

de la tortuga, y esta comienza la carrera

con 10 unidades de ventaja, cuando Aqui-

les llega al punto donde originalmente es-

taba la tortuga, ésta ha avanzado una uni-

dad. Cuando Aquiles llega a ese punto, la

tortuga habrá avanzado 1/10 de unidad,

etc., y aśı nunca lo alcanzará.

Por supuesto Zenón conoćıa que existen series infi-

nitas de suma finita, pero tal vez no sus interlocutores.
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T1 2T 3T

10

Figura 1

Una solución siguiendo el razonamiento de Zenón

se ilustra a continuación (figura 1), con vA = 10, vT =

1, en donde vA, vT son respectivamente las velocida-

des de Aquiles y de la tortuga. Tiempo que requiere

Aquiles para alcanzar la tortuga:

t = 1 +
1

10
+

1

100
+

1

1000
+ . . .

=

∞∑
n=0

(
1

10

)n

=
10

9
.

Una solución elemental que no recurre a la serie es,

por ejemplo (figura 2): Aquiles alcanza la tortuga en

la distancia x y en el tiempo tA,

tA =
x

10
,

Tiempo de la tortuga = tT =
x− 10

1
,

de donde

x =
100

9
, tA =

10

9
.
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Figura 2

Paradoja que niega el movimiento

Un poco más sut́ıl es la paradoja de Zenón que niega el

movimiento. Considérese la trayectoria de una flecha.

En cualquier instante la flecha ocupa una región del

espacio igual a su longitud y no hay movimiento. Como

esta observación es cierta en cada instante, la flecha

nunca está en movimiento. Un método para resolver

esta paradoja es recurrir al concepto de infinitesimales

y a la aritmética no estándar [1].

Paradojas que surgen del concepto de infinito

Descartes no aceptaba la posibilidad de existencia de

una recta de longitud infinita, pues pensaba que tendŕıa

el mismo número de pies, que de pulgadas, lo cual

le repugnaba. Galileo se extrañó que existieran tantos

números naturales como cuadrados perfectos, si estos

eran claramente menos numerosos que aquellos.

Cantor resuelve los problemas que surgen de los

conjuntos con cardinales infinitos, definiendo que

Card(A) = Card(B),
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si existe una bijección de A en B, y expresa A ∼ B, A

es equivalente a B.

Se dice que Card(A) ≤ Card(B) si existe una apli-

cación inyectiva de A sobre un subconjunto de B. El

teorema de Schröder-Bernstein permite concluir que si

A ≤ B y B ≤ A entonces A ∼ B; Card(A) = Card(B).

Es elemental verificar que

Card(N) = Card(Z).

Basta considerar las siguientes inclusiones:

a) N −→ Z

n −→ n

de donde Card(N) ≤ Card(Z).

b) Z −→ N

o −→ o

sin > o, n −→ 2n

sin < o, n −→ 2n + 1,

de donde Card(Z) ≤ Card(N), por lo cual Card(N) =

Card(Z).

Para demostrar que Q+ y N son equivalentes,

Card(Q+) = Card(N)

se consideran las siguientes funciones inyectivas

a) Q −→ N(a
b

)
−→ 2a 3b,

a

b
irreducibles,
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(α, β)

P

x

Figura 3

y la inyectividad es trivial por la unicidad de la facto-

rización. De donde se deduce Card(Q+) ≤ Card(N).

b) N −→ Q+

n −→ n

1
,

de donde se concluye

Card(N) ≤ Card(Q+),

por lo cual Card(N) = Card(Q).

Hoy no se considera una paradoja el hecho de que

un segmento de recta tenga el “mismo número de pun-

tos” –la misma cardinalidad que toda la recta real–. Es

suficiente considerar la biyección

[0, 1[
φ−→R+

x −→ tan
(π

2
x
)

φ−1(y) =
2

π
arctan(y).
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Más interesantes son las proyecciones que muestran

que S1 − {P} ∼ R y S2 − {P} ∼ R2. Estas biyeccio-

nes, al agregarle el punto P , permiten compactificar la

recta real o el plano complejo.

Si se quiere “alcanzar” facilmente el infinito de la

recta numérica, o el infinito del plano cartesiano, puede

recurrirse a las tradicionales proyecciones (figura 3).

S1 − P
φ−→R

(α, β) −→ 2α

2 − β

R
φ−1−→S ′ − P

x −→
(

4x

4 + x2
,

2x2

4 + x2

)
.

Los infinitos, +∞ y −∞, corresponden a P . De donde

Card(S1 − P ) = Card(R).
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(α, β, γ)

P

(x, y, 0)

x

y

z

Figura 4

De manera análoga (figura 4)

S2 − P
φ−→R2

φ(α, β, γ) −→
(

2α

2 − γ
,

2β

2 − γ

)

R
φ−1−→S1 − P

φ−1(x, y, 0) −→(
4x

x2 + y2 + 4
,

4y

x2 + y2 + 4
,

2(x2 + y2)

x2 + y2 + 4

)
.
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Mucho antes que los matemáticos, los poetas sab́ıan

que es posible sostener en la mano . . . , el infinito:

“En un grano de arena contemplar el mun-

do.

Y en una flor silvestre el cielo vislumbrar.

Sostener en la mano el infinito.

Y la eternidad en una hora condensar”

William Blake.

Para quienes trabajan en relatividad general, y en

particular en agujeros negros, el último renglón del ver-

so es tan evidente como lo es para el matemático sos-

tener en la mano el infinito.

3. Una buena definición aleja las pa-

radojas, pero no necesariamente las

explica

Paradojas del concepto de longitud y superficie

3.1. Longitud de una curva

Llamando I = [a, b]

F = {g : I −→ Rn, g es de variación acotada}
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Intuitivamente puede pensarse que la funcional: φ es

continua; en donde

φ : F −→ R

g −→ �(g)

y �(g) = longitud de g. La métrica en F es la de la

convergencia uniforme.

d(g, f) = sup‖g(x) − f(x)‖, x ∈ I

y en R la métrica es la estándar. Hay ejemplos elemen-

tales que muestran que la “intuición” es, en este caso,

incorrecta. y se tiene por ejemplo:

ĺım
n→∞

�(gn) 
= �( ĺım
n→∞

gn)

Considérese el triangulo equilátero de longitud uni-

taria (figura 5). Donde g1 es la función definida por

los lados no horizontales, g2 es la función definida di-

vidiendo los lados de g1 por mitades y g3 es la función

definida dividiendo los lados de g2 por mitades y aśı su-

cesivamente.

Es claro que

�(gn) = 2, ĺım
n→∞

�(gn) = 2

gn −→ g uniformemente

pero

�( ĺım
n→∞

gn) = 1

12



Figura 5

Los cient́ıficos cognitivos [2], en su libro “Where the

mathematics come from” buscan dar una interpreta-

ción a esta paradoja diferenciando la convergencia de

funciones de la convergencia de números, y mostran-

do que una curva no es sólo un conjunto de parejas

ordenadas y que, si bien las parejas ordenadas conver-

gen, no necesariamente “converge” la curva. Es bueno

mencionar que ni ellos estan satisfechos de su explica-

ción y proponen otra, mencionando que la “curva” a la

que tiende la sucesión es diferente de la curva ĺımite.

Aśı ‖g′n(x)‖ =
√

3
2

excepto en un conjunto de medida

cero, pero g′(x) = 0.

Otro ejemplo más sorprendente está planteado en

“Les contra-example en Mathématiques”[3], figuras 6

y 7. Sea

ψ : R −→ R

x −→ d(x,Z),

en donde d(x,Z) es la distancia entre x y el entero más

cercano. Es claro que |ψ(x)| ≤ 1
2

y ψ es periódica de
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Figura 6

peŕıodo 1. Se define:

fn : [0, 1] −→ R

x −→ 1√
n
ψ(n, x)

Notar que el peŕıodo de ψ(n, x) es 1
n

La longitud de fn es:

2n

√
1

4n2
+

1

4n
=

√
1 + n

Por otra parte:

‖fn(x)‖ =
1

2
√
n

de donde:

fn −→ 0 uniformemente

pero

ĺım
n→∞

�(fn) = +∞

14



Figura 7

�( ĺım
n→∞

fn) = 1.

Para los matemáticos no hay ninguna paradoja,

pues en ningún caso la longitud de una curva está de-

finida como el ĺımite de las longitudes de la misma que

convergen uniformemente hacia ella.

La longitud se define como (figuras 8 y 9):

Sup

(
n∑

i=0

‖f(xi+1) − f(xi)‖
)

en donde x0 = a < x1 < x2...xn = b es cualquier

partición de [a, b].

Intuitivamente es el “ĺımite” de los poĺıgonos ins-

critos en la curva. Algún neurocient́ıfico diŕıa que hay

intuiciones mejores que otras.
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Figura 8

Figura 9
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Figura 10

3.2. Área de una superficie

El área de una superficie, aún en el caso

que la superficie sea de clase C∞, no nece-

sariamente es el ĺımite del área de poliedros

inscritos.

El siguiente ejemplo es una adaptación de la idea de

demostración esbozada por Casper Goffman y Bernard

Gelbaum [4], [5]. Considérese el cilindro x2 + y2 = 1,

0 ≤ z ≤ 1. Div́ıdase la altura en n partes, los ćırculos

de intersección del cilindro con los planos z = k
n
, 0 ≤

k ≤ n, se dividen en m partes (figuras 10, 11 y 12).

Es intuitivamente claro que el poliedro formado por

2nm triángulos tiende a la superficie del cilindro cuan-

do n,m→ ∞. Con un poco de paciencia puede demos-
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Figura 11

trarse que

ĺım
n,m→∞

Pnm = C

con la métrica de la convergencia uniforme, donde C

es la superficie del cilindro y Pnm la sucesión de pris-

mas. Basta observar que la distancia entra las caras

del prisma y el cilindro es ≤ (1 − cosπ
m

)

Se tienen las siguientes relaciones

�2 = sin2 π

m

(
1 − cos

π

m

)2

+

(
1

n2

)

b = 2sen
π

m

Área de cada cara del prisma.

A = sin
π

m

(
�2 − b

2

2) 1
2
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Figura 12
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Área total = 2mnA

AT = 2mn sin
( π
m

)
[
2

(
1 − sin

( π
m

))
+

1

n2
− sin2

( π
m

)] 1
2

Si m = n se tiene

AT =
2m2

m
sin
( π
m

)
[(

2m sin2
( π

2m

))2

+ 1

−
(
m sin

( π
m

))2
] 1

2

= 2m
sin
(

π
m

)
π
m

[(
π

sin
(

π
2m

)
π

2m

)2

+ 1

−
(
π

sin
(

π
m

)
π
m

)2
] 1

2

Si m −→ ∞,

AT −→ 2π (π2 + 1 − π2)
1
2 = 2π, que es el área del

cilindro.

Pero si se hace la división vertical “más fina” que

20



la horizontal, con n = m3, se tiene:

AT =
2m4

m3
sin
( π
m

)
[
1 + 2m6

(
2 sin2

( π

2m

))

−4m6

(
sin
( π

2m

)
cos
( π

2m

))] 1
2

= 2m
sin
(

π
m

)
π
m[

1 +
1

4
m2

(
2m sin

( π

2m

))4
] 1

2

= 2m
sin
(

π
m

)
π
m

[
1 +

1

4
m2

(
π

sin
(

π
2m

)
π

2m

)4
] 1

2

Si m −→ ∞, AT −→ ∞.

Nuevamente, para los matemáticos no hay ńıngu-

na paradoja pues el área de una superficie no se ha

definido como el limite del área de los prismas inscri-

tos. La definición de área en el caso de superficies C∞,

parametrizadas por (μ, ν) ∈ Ω

X = X(μ, ν)

Y = Y (μ, ν)

Z = Z(μ, ν)
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está dada por

S =

∫ ∫
(μ,ν)∈Ω

‖XμXν‖∂μ∂ν,

en donde

Xμ =

(
∂X

∂μ
,
∂Y

∂μ
,
∂Z

∂μ

)

Xν =

(
∂X

∂ν
,
∂Y

∂ν
,
∂Z

∂ν

)

No puede dejar de anotarse que en el caso de las cur-

vas planas que delimitan áreas, si las curvas son de la

clase C1 el área limitada śı es el limite del área de los

poĺıgonos inscritos.

4. El malo del paseo. “El axioma de

elección”

En la frustrada búsqueda de preservar la consisten-

cia de la matemática, un hito lo constituye la forma-

lización de la teoŕıa de conjuntos. Los nueve axiomas

de Zermelo-Fränkel (ZF) permiten construir los núme-

ros naturales y por consigue todo el sistema numéri-

co, completándose aśı el reto de la “aritmetización del

análisis”. Se espera que estos axiomas no tengan con-

tradicción, y que toda la matemática pueda deducir-

se de ellos. Por supuesto que Gödel destruye una de
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las esperanzas, al mostrar que en cualquier sistema

axiomático que permita construir los números natu-

rales y la operación de adición, habrá proposiciones

indecidibles. Algunos han comparado la construcción

del sistema axiomático (ZF) como el trabajo de un

buen pastor que cerca a su rebaño para protegerlo del

lobo pero al hacerlo puede dejar al lobo adentro.

No falta quien quiera afirmar que el papel del lobo

lo juega el axioma de elección por los resultados tan

alejados de la intución que pueden demostrarse a partir

de él.

Para hacer expĺıcito el sistema de partida, se de-

nomina ZF el conjunto de axiomas sin el de elección y

ZF+AE, con el axioma de elección.

4.1. Sistema axiomático ZF+AE

1. Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos

elementos.

2. Existe el conjunto vaćıo.

3. Si x y y son conjuntos, entonces {x, y} es un

conjunto.

4. La unión de un conjunto de conjuntos es un con-

junto.

5. Existe un conjunto infinito.

23



6. Cualquier propiedad que pueda ser formalizada

en el lenguaje de la teoŕıa, puede ser utilizada

para definir un conjunto.

7. Para cualquier conjunto existe un conjunto cuyos

elementos son los subconjuntos y se denomina el

conjunto de partes.

8. Para todo x, x /∈ x

9. Axioma de elección. Si A es una colección de

conjuntos no vaćıos, puede formarse un conjunto

cuyos elementos correspondan a la escogencia de

un elemento de cada conjunto de A.

Otra versión más formal del axioma es: SiX 
= φ,

existe una función de elección F : P(X)− φ −→
X, tal que para todo A ⊂ X,A 
= φ, F (A) ∈ A.

En 1938 Kurt Gödel demostró que el axioma de elec-

ción es independiente de los otros axiomas ZF. Para

complicar la situación, en 1963 Paul Joseph Cohen de-

mostró que la negación del AE también es indepen-

diente de ZF [4].

Como la función de elección no es construible expĺıci-

tamente, una escuela de la matemática la rechaza, son

los denominados “intuicionistas”, cuyos principales ex-

ponentes son Brower y Poincaré. El grupo complemen-

tario son los “formalistas”, escuela que está represen-

tada por los Bourbaki.
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En el sistema ZF+AE la paradoja de Banach-Tarski

PBT es un teorema (TBT), el cual nos puede parecer

tan “absurdo” como a nuestros antepasados les deb́ıa

parecer absurdo que el número de números naturales

fuese igual al de números pares.

Sin ZF+AE, no podemos (por lo menos hasta aho-

ra) demostrar, por ejemplo, los siguientes resultados:

Todo conjunto puede ser bien ordenado.

Todo espacio vectorial tiene una base.

Dos poliedros cualesquiera son equivalentes por des-

composición finita.

Para todo conjunto existe un número ordinal y una

función biyectiva entre ellos.

Dados dos conjuntos A y B 
= φ, existe una función

sobreyectiva de A en B o una función sobreyectiva de

B en A.

Para comprender por qué es posible la existencia

de PBT, debe mostrarse que el concepto de volumen,

superficie o longitud no existe necesariamente para to-

dos los conjuntos. Es decir, que existen conjuntos a los

cuales no se les puede asignar una medida en el senti-

do de Lebesgue. No es de extrañar que estos conjuntos

requieran para la construcción el axioma de elección.
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4.2. Existen conjuntos no medibles, en el

sentido de Lebesgue

Se nota μ(A) la medida del conjunto A en el sentido de

Lebesgue. El carácter paradójico del TBT surge de las

propiedades que se atribuyen al concepto de longitud,

área o volumen, por ejemplo: si A 
= φ, B 
= φ, A, B

disjuntos, μ(A) > 0, μ(B) > 0, entonces μ(A ∪ B) =

μ(A)+μ(B) > μ(A). Pero si A 
= φ,B 
= φ, μ(A∩B) =

φ, y no existe μ(A), μ(B), pero si μ(A)∪μ(B), entonces

no puede deducirse μ(A ∪B) > μ(A), ya que μ(A) no

está definida.

Una propiedad de los conjuntos medibles, es que la

medida se preserva por transformaciones isométricas

(rotaciones y translaciones), μ(A) = μ(σ(A)) en donde

σ es una isometŕıa.

En 1906 Vitali muestra un ejemplo de un conjunto

en � que no es medible en el sentido de Lebesgue. Sea

A = [0, 1]. Se define la siguiente relación

x ∼ y ⇔ x− y ∈ Q.

P. ej.
√

3 no es equivalente a
√

2.

Si
√

3 −√
2 = r ∈ Q. Se tiene 3 = r2 + 2 + 2r

√
2, de

donde
√

2 =
3 − 2 − r2

2r
∈ Q. ¡contradicción!

Es fácil demostrar que ∼ es una relación de equiva-

lencia. Sea M el conjunto de las clases de equivalencia

y sea C el conjunto de “elección”, Card(M) = N1.

26



Sea Cr = C + r, r ∈ [0, 1]∩Q. Como la medida de

Lebesgue es invariante por translación, si μ(C) existe

entonces μ(Cr) = μ(C).

Se tiene

[0, 1] ⊂ ∪
q∈Q∩[0,1]

Cq ⊂ [0, 2].

En efecto, si x ∈ [0, 1] ⇒ x ∈ [x], existe un q ∈ Q∩[0, 1]

tal que x− ξ = q, en donde ξ es el elemento elegido de

[x].

Si x ∈ ∪Cq ⇒ ∃q, x ∈ C + q ⇒ x ∈ [0, 2], de (1) se

deduce

μ([0, 1]) ≤
∞∑

q=1

u(Cq) ≤ μ([0, 2]).

Si μ(Cq) = 0, entonces 1 ≤ 0 ≤ 2.

Si μ(Cq) 
= 0, entonces 1 ≤ ∞ ≤ 2. La contradicción

demuestra que μ(C) no existe.

5. Demostración del teorema de Banach-Tarski

Las bases de la demostración han sido tomadas de [2,

3, 4, 5].

Recordemos algunas definiciones. Sea G un grupo

y X un conjunto. Se dice que G opera sobre X por la

izquierda, si existe una función

ψ : G×X −→ X, tal que

g1(g2x) = (g1g2)x

ex = e, e elemento unidad.
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Si x ∈ X, Ox = {gx, g ∈ G} se llama la órbita

de x. El conjunto de órbitas define una relación de

equivalencia y una partición de X.

G opera libremente sobre X si gx 
= x para todo

g 
= e.

G opera transitivamente sobre X, si para todo par

de elementos x, y ∈ X, existe g ∈ G tal que y = gx.

En estas condiciones hay sólo una órbita en X.

Sea G un grupo, a, b ∈ G, una sucesión g1, g2, . . . gn

de elementos de G se llama una palabra con relación a

las cuatro letras a, a−1, b, b−1. Por ejemplo, a−1bab−1ab

es una palabra de seis letras.

La longitud de e se toma como cero.

Se asume que las palabras son reducidas si gigi+1 
=
e, es decir no hay términos consecutivos inversos el uno

del otro.

El grupo generado no es abeliano, en efecto:

Si ab = ba entonces b−1aba−1 = e, lo que daŕıa una

palabra de longitud cero y 4 simultaneamente.

El grupo F generado por a, b, a−1, b−1 se denomina

grupo libre de orden 2.

5.1. Grupos paradójicos

Sea G un grupo que opera sobre un conjunto X. Su-

ponemos que E ⊆ X. E es G-paradójico si existe m,n

subconjunto disjuntos de E A1, . . . Am, B1, . . .Bn ⊂ E,
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A1
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B

1

Bn

X

Figura 13

y g1, . . . gm, h1, . . . hn ∈ G tales que (figura 13)

E =
m∪

i=1
gi(Ai) =

n∪
j=1

hj(Bj).

Lo que resulta paradójico es cuando el grupo G

es un grupo de isometŕıas, puesto que si μ(Ai), μ(Bj)

existen, se tiene

E =
m∪

i=1
hiAi,

μ(E) =

m∑
i=1

μ(hiAi)

=
m∑

i=1

μ(Ai) =
m∑

i=1

μ(Bi)

y sin embargo
∑m

i=1 μ(Bi) +
∑m

i=1 μ(Ai) ≤ μ(E).
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M

N

A B

Figura 14

No es de extrañar que el teorema (o paradoja) de

Banach-Tarski, requiera operar sobre conjuntos no me-

dibles en el sentido de Lebesgue, –los cuales existen

aun cuando no son construibles en el sentido requeri-

do por los intuicionistas.

No todos los conjuntos paradójicos, con respecto a

un grupo G, son contraintuitivos. El siguiene elemental

ejemplo ilustra lo anterior.

Considérese el cuadrado G (figura 14) formado por

los conjuntos rectangulares A,B (para que sean dis-
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juntos la ĺınea M , N sólo pertenece a B. Sea

σ =

[
2 0

0 1

]
,

la transformación que duplica las longitudes horizon-

tales y deja iguales las verticales. Es claro que C =

σ(A) = σ(B), es paradójico con respecto al grupo

G = {σi, i ∈ �}, pero σ no es una isometŕıa, el re-

sultado no es contraintuitivo.

Teorema

Si F es un grupo libre de rango 2, entonces F es pa-

radójico.

Sean σ, τ los generadores de F , llamando

W (σ),W (σ−1),W (τ),W (τ−1)

las palabras que empiezan respectivamente por σ, σ−1,

τ , τ−1. Se tiene

F = W (σ) ∪W (σ−1) ∪

W (τ) ∪W (τ−1) ∪ {e}.

Pero F = W (σ) ∪ σW (σ−1) = W (τ) ∪ τW (τ−1).

Demostremos la primera igualdad:

Si x ∈ F y x ∈W (σ) ⇒ x ∈W (σ) ∪ σW (σ−1).

Si x ∈ F y x /∈ W (σ), entonces σ−1x ∈ W (σ−1) ⇒
x ∈ σW (σ−1).
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Teorema fundamental

SiG es un grupo paradójico que opera libremente sobre

X, entonces X es paradójico.

Por ser G paradójico, existen

A1, . . . An, B1, . . . Bm ⊂ G disjuntos, y

g1, . . . gn, h1, . . . hm ∈ G

tales que

G =
n∪

i=1
giAi =

m∪
j=1

hjBj .

Si x ∈ X, sea Ox = {gx, g ∈ G} la órbita de x por la

acción de G. Por el teorema de elección se elige ξ ∈ X,

de cada órbita. Sea M el conjunto resultante.

El conjunto

∪
g∈G

{gξ, ξ ∈M}.

es una partición de X. En efecto, si x ∈ X ⇒ x ∈
Ox ⇒ ∃g ∈ G, tal que x = gξ, en donde ξ ∈ M . Hay

que demostrar que los conjuntos dados son disjuntos.

Si x ∈ {g, ξ1, ξ1 ∈M}∩{g2η2, η2 ∈M}, se tiene x =

g1ξ1 = g2ξ2 ⇒ ξ1 = g−1
1 g2η2. Por lo tanto, ξ1, η2 están

en la misma órbita. Como sólo hay un elemento en cada

órbita ξ1 = η2, y g−1
1 g2 = e ⇒ g1 = g2. Obsérvese que

se utilizó la propiedad que el grupo opera libremente.
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Se define:

A�
i = ∪

ξ∈M
{gξ, g ∈ Ai}

B�
j = ∪

ξ∈M
{gξ, g ∈ Bj}

Como los Ai, Bj son disjuntos, también lo son A�
i y

B�
j , en efecto si z ∈Mi ∩Mj (Mi = A�

i ó B�
j , Mj = A�

j

ó B�
j ), entonces z = g1η1 = g2ξ2 ⇒ η1 = g−1

1 g2ξ2 ⇒

η1 = ξ2, y g1 = g2 ,

Hay que demostrar que los conjuntos A�
i , B

�
j , i = 1, n,

j = 1, m, y los elementos del grupoG, g1, . . . , gn, h1, . . . , hm

son los componentes de la definición de X como con-

junto paradójico.

X =
n∪

i=1
giA

�
i =

m∪
j=1

hjB
�
j .

En efecto, se tiene

n∪
i=1

giA
�
i

=
n∪

i=1
gi

(
∪

ξ∈n
{gξ, g ∈ Ai}

)

= ∪
ξ

n∪
i=1

{gigξ, g ∈ Ai}

= ∪
ξ∈n

{gξ, g ∈ G} = X,
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ϕ

Figura 15

por ser G paradójico y operar asociativamente sobre

X.

De igual forma se demuestra

X =
m∪

j=1
hjB

�
j ,

por lo tanto X es paradójico.

Teorema

SO3 tiene un grupo libre de rango 2.

Este teorema lo demuestra Stan Wagon. Considéren-
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se las rotaciones ϕ, ψ (figura 15), con

ϕ = ψ = arc cos

(
1

3

)
,

ϕ± =

⎡
⎢⎣

1
3

∓2
√

2
3

0

∓2
√

2
3

1
3

0

0 0 1

⎤
⎥⎦ ,

ψ± =

⎡
⎢⎣1 0 0

0 1
3

∓2
√

2
3

0 ∓2
√

2
3

1
3

⎤
⎥⎦ .

En el anexo, siguiendo a Wagon, puede demostrarse

que dos palabras formadas por el grupo libre de orden

2, no generan el elemento identidad. Propiedad que

permite deducir que el grupo actúa libremente sobre

S2 −Ω, en donde Ω es el conjunto numerable formado

por la intersección de S2 y los ejes de rotación del

grupo libre, que es numerable. Nótese que es necesario

“eliminar” Ω de S2, pues sobre Ω, el grupo no opera

libremente.

Lema

S2 − Ω es paradójico.

El cardinal del grupo libre, que llamaremos G, es

enumerable. Cada palabra determina un eje de rota-

ción, los únicos puntos fijos de la esfera con relación
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a la rotación son la intersección del eje con la esfera.

Como G es paradójico, (todo grupo libre de orden 2

lo es), y actúa libremente sobre S2 −Ω, se deduce que

S2 − Ω es paradójico.

Siguiendo los mismos pasos de demostración del

teorema fundamental, se concluye que S2 − Ω puede

descomponerse en 4 subconjuntos disjuntos, y por me-

dio de isometŕıas generar dos copias de S2.

Los pasos siguientes tienen por objeto “eliminar”

el conjunto numerable Ω, es decir demostrar que S2 y

S2 − Ω, son esencialmente equivalentes. Para esto se

requiere una nueva definición.

Conjuntos equidescomponibles. Sea G un grupo

que actúa sobre un conjunto X, A,B ⊂ X, se dice

que A,B son G equidescomponibles y se nota A∼GB,

si A,B pueden dividirse en una unión finita de partes

disyuntas,

A1, . . . , An, B1, . . . , Bn

y existen g1, . . . gn ∈ G tales que

gi(Ai) = Bi

A =
n∪

i=1
Ai, B =

n∪
i=1

Bi =
n∪

i=1
gi(Ai).

Nuevamente, el caso interesante corresponde a G, gru-

pos de isometŕıas.

El siguiente lema realiza parte del trabajo [4].
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Lema

Sea Ω ⊂ S2, formado por la intersección de S2 con los

ejes de rotación del grupo libre de orden 2, generado

por ψ, ϕ. Existe una rotación ρ tal que

ρ(Ω)ρ2(Ω), ρ3(Ω), . . . son dos a dos disjuntos.

Como Ω es numerable y S2 tiene cardinalidad N1,

existe ρ ∈ S2 − Ω. Sea � un eje que pase por ρ y el

origen. Sea ρθ una relación de ángulo θ alrededor de

�. Para z ∈ Ω, sea A(z) = {θ; ρ0(z) ∈ Ω}. Como Ω es

numerable, A(z) es numerable, y

A = ∪
z∈Ω

A(z),

es numerable, puede elegirse θ0 /∈ A entonces ρθ0(z) /∈
Ω, ρθ0(Ω) ⊆ S2 −Ω, ρθ0 es el ρ buscado. Por construc-

ción se tiene

ρn(Ω) ∩ Ω = φ,

por lo tanto, si n > m

ρn(Ω) ∩ ρm(Ω) = Ω ∩ ρm−n(Ω) = φ.

Teorema

S2 ∼G S2 − Ω.

Sea ρ una rotación tal que
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ρ(Ω), ρ2(Ω), . . . sean dos a dos disjuntos. Sea

Ω̄ =
∞∪

n=0
ρn(Ω) = Ω ∪ ∞∪

n=1
ρn(Ω)

Ω ⊂ Ω̄.

Como S2 = (S2 −Ω) ∪Ω ⊂ (S2 −Ω) ∪ Ω̄, si S2 −Ω ⊂
S2 y Ω̄ ⊂ S2, entonces S2 = Ω̄ ∪ (S2 − Ω). Por otra

parte,

ρ(Ω̄) = ρ(Ω) ∪ ρ2(Ω) ∪ . . . ρn(Ω) ∪ . . .

Ω̄ = Ω ∪ ρ(Ω) ∪ ρ2(Ω) ∪ . . . .

Se deduce Ω̄−ρ(Ω̄) = Ω, por lo tanto S2−Ω = ρ(Ω̄)∪
(S2 − Ω), y como S2 = Ω̄ ∪ (S2 − Ω), se concluye que

S2 y S2−Ω son son equidescomponibles (los elementos

del grupo son ρ y e).

Corolario

S2 es paradójico.

Resta demostrar que B3 es paradójico (Marta Ma-

cho).

A cada punto z ∈ S2, se le hace corresponder el

segmento ]0, z], esto permite descomponer la bola B3

privada del origen en los 4 subconjuntos, que al trans-

formarlos por medio de isometŕıas generan dos bolas

B3 privadas del origen.
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Ahora hay que “eliminar” el origen, y mostrar que

B3 es “esencialmente” igual aB3−(0, 0, 0); en términos

más precisos, B3 ∼ B3 − (0, 0, 0).

Para esto sea P un punto al interior de la esfera

S2 tal que d(0, P ) = 1/2. Sea ρ una rotación de centro

P y ángulo θ tal que θ/π sea rotación �. Los puntos

0, ρ(0), ρ2(0), . . . son todos distintos. En efecto, si para

m 
= k se tiene

ρm(θ) = ρμ(θ)

ρm−k(θ) = 0, (m− k)θ = 2πr,

θ

π
=

2r

m− k
∈ Q, ¡contradicción!

Sea

A1 = 0 ∪ ρ(0) ∪ ρ2(0) ∪ . . .

ρ(A1)

= ρ(0) ∪ ρ2(0) ∪ ρ2(0) ∪ ρ3(0) ∪ . . . ,
de donde ρ(A1) = A1−{0}. Sea A0 = B3−A1, se tiene

B3 = A0 ∪A1. Por otra parte, A0 ∪ ρ(A1) = B3 −{0}.
Por lo tanto, B3 ∼g B3 − {0}.

Dos profesores de la Universidad de Ohio (OSU)

en Columbus han publicado una variante del Teorema

de Banach-Tarski (TBT), en la cual los conjuntos en

que se parte la bola unidad son conjuntos que tienen la

propiedad de Baire, y una versión “atenuada” del TBT

no usa para su demostración el axioma de elección.
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El teorema se expresa aśı:

Sea X un espacio métrico separable y G un

grupo numerable de homeomorfismos de X

que actúan libremente sobre un subconjun-

to M “codelgado”. Sea N ≥ 1 y suponer

que G tiene un subgrupo libre de rango 3N ,

con generadores fij (i = 1, 2, 3, i ≤ j ≤
N). Entonces existen subconjuntos abier-

tos disjuntos Aij tales que para cada j ⊆
N , f1j(A1j ∪ f2j(A2j ∪ f3j(A3j) es denso en

X.

Para la demostración se emplea la propiedad de orde-

nar un conjunto numerable, esta propiedad no requiere

de AE para su demostración.

Un conjunto A se llama “delgado” si es la unión nu-

merable de conjuntos ninguno de los cuales es denso.

Un conjunto “codelgado” es aquel cuyo complemento

es delgado. Es importante recordar que la descompo-

sición de B3 que logra con 6 subconjuntos cada pro-

piedad de Baire, al transformarlo por medio de iso-

metŕıas no obtiene dos bolas B3. El carácter paradóji-

co se pierde al considerar, por ejemplo que μ(Q) = 0,

pero μ(Q̄) = 1.
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6. Eṕılogo

Quien no esté familiarizado con la paradoja B-T, pue-

de tener la impresión de que los 5 subconjuntos en que

se dividen las bolas, tienen cierta estructura, por ejem-

plo que sean conexas, o que tengan interior no vaćıo.

En realidad, como se demostró, la estructura es bien

compleja, si bien son cinco conjuntos, cada uno de ellos

está formado por un“número” de componentes no nu-

merable, y todos son no conexos. Intuitivamente cada

conjunto está compuesto por un número de rectas de

cardinalidad N1.

La construcción de los conjuntos requiere el empleo

del axioma de elección, sobre un conjunto de cardinal

aleph uno, lo cual demuestra que desde cualquier punto

de vista práctico es imposible de realizar.

Siguiendo a Volke Runde, con algo de sentido del

humor podŕıa decirse que la paradoja B-T explica el

milagro de la multiplicación de los panes y los peces.

Pero podŕıa añadirse, si un Dios puede en un tiempo

finito hacer la escogencia del conjunto de elección, en

un conjunto infinito no numerable, bien podŕıa, y tal

vez con menos esfuerzo, si se puede hablar de esfuerzo

en un ser omnipotente, realizar directamente el milagro

sin recurrir a argucias lógicas.

El trabajo de los profesores Dougherty y Foreman

[6] “Banach-Tarski Paradox, using pieces with the pro-

perty of Baire” Proc Nat Acad. Sa. USA. Vol 89 pp
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10726 - 10728. November 1992. -Una versión más ex-

tensa, con el mismo t́ıtulo fue publicada en 1991, en

la Universidad Estatal de Ohio State University, Co-

lumbus. si bien divide la esfera (y la bola) en conjunto

con algo de estructura, conjuntos de Baire, no necesa-

riamente estos tienen caracteŕıstica de conjuntos bo-

relianos, pues seŕıan medibles. Bien se conoce que aún

los conjuntos borelianos pueden ser extremadamente

complejos. Es posible que pueda existir una división

de la esfera en conjuntos como interior no vaćıo, pero

debo confesar que no la conozco, este resultado haŕıa

aún más paradójico el teorema B-T. Por supuesto que

esos conjuntos no pueden ser medibles en el sentido de

Lebesgue.

En un universo en el cual la constante de Planck �,

sea nula, pero que manejara la misma lógica del único

cosmos que conocemos, sin recurrir al axioma de elec-

ción, y aceptando la división de la bola en un número

infinito, pero numerable, de partes, podŕıa realizarse

el siguiente experimento mental.

Elegir los punto (α, β, γ) ∈ B3, tales que (α, β, γ) ∈
Q3 por medio de una translación se tiene un conjunto

tal que su clausura es B3, y por supuesto la clausura de

la bola restante es también B3. Si se quisiera “vender”

la bola formada por (α, β, γ) ∈ Q3 , por ser digamos

de oro, se encontraŕıa que no vale nada por que su peso

seŕıa cero, pero su apariencia es de un sólido.
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Quiero terminar con una frase de Ian Stewart, ci-

tada por Wapner [3]:

“Una de las más molestas cosas que ha-

cen los matemáticos es arrojar dudas so-

bre conceptos que imaginamos, que enten-

demos perfectamente bien”.

Otras referencias consultadas se relacionan en la

sección de la bibliograf́ıa.

Apéndice

En la demostración de carácter paradójico de S2 − Ω,

falta demostrar que el grupo libre actúa libremente so-

bre S2−Ω (los dos conceptos de libertad aqúı no tienen

relación) por esto se requiere que ninguna palabra pro-

duzca el elemento unidad. La siguiente demostración

es de Stan Wagon.

Queremos mostrar que ninguna palabra reducida

no trivial en φ±, ρ± igual la identidad. Como la con-

jugación por φ no afecta si una palabra se anula o no,

podemos restringirnos a palabras que terminen por la

derecha en φ±. Entonces, para conseguir una contra-

dición, asumimos que w es una de tales palabras y w

iguala la identidad.
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Afirmamos que w(1, 0, 0) tiene la forma (a, b
√

2, c)/3k,

donde a, b, c son enteros y b no es divisible por 3. Es-

to implica que w(1, 0, 0) 
= (1, 0, 0), que es la con-

tradicción requerida. La afirmación se prueba por in-

ducción sobre la longitud de w. Si w tiene longitud

uno, entonces w = φ± dy w(1, 0, 0) = (1,±√
2, 0)/3.

Suponer entonces que w = φ±w′ o w = ρ±w′ don-

de w′(1, 0, 0) = (a′, b′
√

2, c)/3k donde a = a′ ∓ 4b′,
b = b′ ± 2a′, c = 3c′, o a = 3a′, b = b′∓ 2c′, c = c′± 4b′

de acuerdo a como w comience, con φ± o ρ±. Ello sigue

que a, b, c son siempre enteros.

Queda sólo por demostrar que b nunca llega a ser

divisible por 3. Surgen 4 casos de acuerdo a que w sea

igual a φ±ρ±v, ρ±v, φ±φ±v, o ρ±ρ±v donde v es posi-

blemente la palabra vaćıa. En los primeros dos casos,

usando la notación y ecuaciones del parágrafo previo,

b = b′ ∓ 2c′ donde 3 divide c′ o b = b′ ± 2a′ donde 3

divide a′. Aśı si b′ no es divisible por 3, tampoco lo

es b. Para los otros dos casos, sea a′′, b′′, c′′ entonces

los enteros se originan en v(1, 0, 0). Entonces, en uno u

otro caso, b = 2b′−9b′′. Por ejemplo, en el tercer caso,

b = b′ ± 2a′ = b′ ± 2(a′′ ∓ 4b′′) = b′ + b′′ ± 2a′′ − 9b′′ =

2b′ − 9b′′; una prueba esencialmente idéntica se apli-

ca en el cuarto caso. Aśı si b′ no es divisible por 3,

tampoco lo es b, completándose aśı la prueba.
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Mathematics come from”, Basic Books, 2000.

45



[8] Bertrand Hauchecorne “Les Contra-exemples en
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